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1C
继续……无聊无聊好无聊

并当然并不总是子空间……对子空间之和的定义之所以没有提标量乘法，是因为没必要。

直和 的概念要求的是 “唯一的表示”，看了一下后面的例子，这个要求似乎不能简单地换成另
一种表述？

打脸了，1.45 的定理就是另一种表述。这个定理的证明其实比较显然。

其实我读直和例子之前也有 1.46 这样的猜想，可惜我读完例子之后放弃了（

嗯哼，总觉得讲的有点浅，还是做习题吧。

24 道题，李是真的流皮😡

习题 1，a：是，b：零元不在，不是，c：（相当于是某一位为零的空间）对加法不封闭，不
是，d：是

习题 3，首先定义域是 (−4, 4) 的零函数在这个子空间里，然后加法和标量乘显然封闭

习题 4，首先 𝑏 ≠ 0 时零函数不在，然后 𝑏 = 0 时，根据积分的运算法则，加法和点乘显然
是封闭的。

习题 5，是。

习题 6，ℝ 中显然 𝑎3 = 𝑏3 这样的条件就是 𝑎 = 𝑏，所以显然是子空间；但 ℂ 中有反例 𝑎 =
1,𝑏 = 𝑒2𝜋𝑖

3 ，所以不能简化条件，那么这个空间就对加法不封闭了。

习题 7，依条件看至少有 𝟎 ∈ 𝑈，然后呢，反例是 𝟎 ∈ 𝑈, (0, 1) ∈ 𝑈，它显然对标量乘法不封
闭，因为 (0,𝜋) ∈ 𝑈

习题 8，{(𝑎,𝑏) |𝑎 ∈ 𝑅,𝑎𝑏 = 0}，对加法不封闭

习题 9，零函数在，对标量乘法也封闭，加法嘛，由于之前我小小的学过一些，是封闭的。加
法会导致循环节长度变成 lcm 来着，用数学符号来解释的话就是由于 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑝) ⇒
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑘𝑝)，推广一下就是 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑝) + 𝑔(𝑥+ 𝑞) ⇒ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥+
lcm(𝑝,𝑞)) + 𝑔(𝑥+ lcm(𝑝,𝑞))

习题 10，首先交集中有加法零元，其次若对标量乘法或者加法不封闭的话，只能导出 𝑉1, 𝑉2
不是子空间的结论，就与假设冲突了。

习题 11，若交集非子空间，会导向族中某些子空间不是子空间的结论。

习题 12，反方向很好证明，现在注意力集中在 “子空间的并集是子空间-> 一个包含另一个”
的方向，假设 𝑉1 ∪ 𝑉2 是子空间但不是一个包含另一个，说明同时存在 𝑣1 ∈ 𝑉1, 𝑣2 ∈ 𝑉2 使得
𝑣1 ∈ 𝑉2, 𝑣2 ∈ 𝑉1，假设这俩的和在 𝑉1 ∪ 𝑉2 中，分三种情况，𝑉1 ∩ 𝑉2, (𝑉1 ∪ 𝑉2) − 𝑉1, (𝑉1 ∪
𝑉2) − 𝑉2，每一种情况都会导致 𝑉1 或者（此处是同或不是异或）𝑉2 不是子空间，与假设冲
突。



习题 13，既然作者都说难我就不搞了……实际上你去问 deepseek 会得到一个很不错的答案
（包括只有两个元素的循环域）

习题 14，{[𝑥+ 𝑦, 𝑥− 𝑦, 2(𝑥+ 𝑦)] ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}，𝑈+𝑊 的第一个坐标是两数之和，第二个
坐标是第一个坐标涉及的两数之差，第三个坐标则是第一个坐标的两倍

习题 15，依然是 𝑈

习题 16，自然。这是依赖于向量加法的可交换性。

习题 17，自然。

习题 18，{0} 就是恒等元，只有 {0} 有加法逆元，反证法即可。

习题 19，假设有 𝑣1 ∈ 𝑉1 满足 𝑣1 ∈ 𝑉2，那么 𝑣1 + 𝑢 ∈ 𝑈+ 𝑉2 意味着要么 𝑣1 ∈ 𝑉2，要么
𝑣1 + 𝑢 ∈ 𝑈，前一个可能性导向题目假设的正确性，后一个可能性意味着 𝑣1 ∈ 𝑈，其实就是
(𝑉1 ∪ 𝑉2) − 𝑉1 ⊂ 𝑈 和 (𝑉1 ∪ 𝑉2) − 𝑉2 ⊂ 𝑈，那么题目的关键就是子空间 𝑈 中是否有两个相交
为空集的子空间。

感觉应该是有的，那么给出反例：𝑈 = ℝ2，𝑉1 = (0,𝑎)，𝑉2 = (𝑎, 0)（我去这么显然，喵的）

习题 20，显然就是 (0,a,b,0)

习题 21，(0,0,a,b,c) 即可，这种构造让 (0, 0,𝑎,𝑏, 𝑐) 根本管不到前两个维度，因此若想得
到 𝟎 只能让 𝑥 = 𝑦 = 0，而这又会得出 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0，因此得到 𝟎 的方式只有一种。

习题 22，显然就是 (0,0,a,0,0)，(0,0,0,b,0)，(0,0,0,0,c)

习题 23，𝑣1 + 𝑢1 = 𝑣2 + 𝑢2 = 𝑣，由于题中给的是直和，那么假设 𝑉1 = 𝑉2，我们的等式就只
能有 𝑣1 = 𝑣2,𝑢1 = 𝑢2，然而假设 𝑉1 ≠ 𝑉2，那么就有 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2（否则与直和冲突），
根据这个我们推出 𝑣1 ∈ 𝑉2 且 𝑣2 ∈ 𝑉1，另有假设的变式 𝑣1 = 𝑣2 + (𝑢2 − 𝑢1) 和 𝑣2 = 𝑣1 +
(𝑢1 − 𝑢2)，由于 𝑉1 ⊕ 𝑈 = 𝑉 是直和，所以 𝑢2 − 𝑢1 ∈ 𝑉1，假设 𝑢2 − 𝑢1 ∈ 𝑉2 就支持 𝑉1 =
𝑉2 的假设了，所以我们假设 𝑢2 − 𝑢1 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2。

其实到这里我就意识到可能证明不了了，于是问了 deepseek，很简单地就有一个反例：𝑈 =
(𝑥, 0), 𝑉1 = (𝑦, 𝑦), 𝑉2 = (𝑧, −𝑧)

哈哈，我……喵的，潜意识偷懒了，陷进习题 20~22 里了。

习题 24，所有奇函数+所有偶函数可以得到所有函数（且唯一），首先是零函数的唯一表示，
一个不为零的奇函数显然是不能被一个偶函数消成零函数的。其次是奇函数+偶函数的表示能
力，只要证明 𝑥+ 𝑦 = 𝑎1 且 𝑥− 𝑦 = 𝑎2 对任意 𝑎1,𝑎2 均有 𝑥, 𝑦 可供选择即可（因为对零
点处的数值显然是成立的），这个方程组的解还挺显然的，所以题目的命题得证。
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